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Introduction
Si f : Y → X est un morphisme propre entre deux sche´mas localement
noethe´riens, et si F est un OY -module cohe´rent, alors pour tout entier q le OX -
module Rqf∗F est cohe´rent. Pour de´montrer ce re´sultat, on proce`de usuellement
en deux temps ; on suppose tout d’abord que f est projectif, et on utilise tout
un arsenal spe´cifique a` cette situation : tensorisation par O(n), calculs explicites
des groupes de cohomologie de Cˇech relatifs au recouvrement affine standard de
Pr, etc. ; on se rame`ne ensuite au cas projectif a` l’aide du lemme de Chow.
On se propose dans ce qui suit de donner, lorsque Y et X sont localement
de type fini sur un corps k, une nouvelle preuve de cette assertion qui n’utilise
pas de techniques projectives et ne requiert pas le lemme de Chow. Le principe
est tre`s simple :
• Ce the´ore`me est vrai dans le cadre des espaces analytiques au sens de Ber-
kovich ; sa de´monstration consiste a` se ramener par changement du corps
de base au cas d’un morphisme propre entre deux espaces analytiques ri-
gide ; la finitude cohomologique d’un tel morphisme a e´te´ e´tablie par Kiehl,
sans recours au lemme de Chow bien entendu (un espace analytique rigide
propre est loin, en ge´ne´ral, d’eˆtre bime´romorphiquement isomorphe a` une
varie´te´ projective) : Kiehl utilise des raffinements forts de recouvrements
affino¨ıdes, et le caracte`re comple`tement continu des applications qu’un tel
raffinement induit au niveau des complexes de Cˇech.
• A` toute varie´te´ Z sur k peut eˆtre associe´e un espace analytique Z i sur
le corps k muni de la valeur absolue triviale. Si Y → X est propre, alors
Y i → X i est propre, d’apre`s un re´sultat de Temkin qui repose sur des
techniques valuatives (et ne fait pas appel au lemme de Chow.)
• Un calcul explicite de complexes de Cˇech montre que le the´ore`me de com-
paraison GAGA vaut dans ce cadre, ce qui permet de conclure.
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De´monstration du the´ore`me
Brefs rappels sur les faisceaux cohe´rents en ge´ome´trie ana-
lytique
Soit k un corps ultrame´trique complet, soit Z un espace k-analytiques au
sens de Berkovich ([1], [2]). Soit F un faisceau cohe´rent sur le site ZG ([2],
§1.3). Si Z est paracompact et analytiquement se´pare´ (i.e, la diagonale est une
immersion ferme´e), alors Z posse`de un G-recouvrement affino¨ıde localement
fini U ; par le the´ore`me d’acyclicite´ de Tate (cf. [1], prop. 2.2.5), et compte-
tenu du fait que l’intersection de deux domaines affino¨ıdes de Z est affino¨ıde
en vertu de l’hypothe`se de se´paration, l’on dispose d’un isomorphisme naturel
H•(ZG,F ) ≃ H
•
C (U,F ), ou` C de´signe le complexe de Cˇech.
Supposons que Z est compact et U fini. Pour tout domaine affino¨ıde V de Z,
munissons F (V ) de sa structure de AV -module de Banach fini ([1]), §2) ; ce choix
de´finit pour tout q une structure de k-espace vectoriel de Banach sur HqC (U,F ),
et donc sur Hq(ZG,F ). Si L est une extension comple`te de k, le produit tensoriel
comple´te´ par L transforme suites exactes courtes admissibles en suites exactes
courtes admissibles (Gruson, cf. [2], preuve du lemme 2.1.2) ; on en de´duit l’exis-
tence pour tout q d’un isomorphisme Hq((ZL)G,FL) ≃ H
q(ZG,F )⊗̂L, ou` ZL
et FL ont le sens que l’on devine.
Soit f : Y → X un morphisme propre, c’est-a`-dire se´pare´, compact et sans
bord, entre espaces k-analytiques et soit F un faisceau cohe´rent sur YG. Soit
q un entier. Rappelons tre`s brie`vement comment Berkovich montre ([1], prop.
3.3.5), en s’appuyant sur un re´sultat de Kiehl, la cohe´rence de Rqf∗F . On se
rame`ne aussitoˆt au cas ou` X est affino¨ıde, on e´crit X = M (A ) ; l’espace Y est
de`s lors compact et il existe une famille r = (r1, . . . , rn) de re´els strictement
positifs qui est libre dans Q ⊗Z (R
∗
+/|k
∗|), et qui est telle que |k∗
r
| 6= {1} et
que Ykr et Xkr soient strictement kr-analytiques (pour le sens de la notation
kr, cf. [1], §2.1). Le morphisme Ykr → Xkr est propre ([2], prop. 2.5.8 ii)). En
vertu d’un the´ore`me de Kiehl ([4], th. 3.3), Rqf∗Fkr est cohe´rent ; notons que
la notion de proprete´ au sens de Berkovich correspond bien a` celle de´finie par
Kiehl, par exemple d’apre`s le lemme 2.5.11 de [1]. En conse´quence :
i) Hq((Ykr)G,Fkr) est un A ⊗̂kr-module de type fini, qui s’identifie par
ailleurs comme on l’a vu a` Hq(YG,F )⊗̂kr ; on en de´duit, a` l’aide de la des-
cription explicite du corps kr comme une alge`bre de se´ries, que H
q(YG,F )
est un A -module de type fini.
ii) Par un raisonnement analogue, on montre que si V est un domaine af-
fino¨ıde de X , alors Hq(f−1(V )G,F ) est isomorphe a` H
q(YG,F )⊗AV .
L’espace analytique associe´ a` un sche´ma et le the´ore`me de
comparaison
Soit k un corps quelconque. A` tout k-sche´ma de type fini Z on peut asso-
cier de deux manie`res diffe´rentes un espace analytique sur le corps k muni de la
valeur absolue triviale : la premie`re consiste a` conside´rer son analytification au
sens de [2], §2.6 ; la seconde, qui a de´ja` e´te´ utilise´e par Thuillier dans [6], consiste
a` voir Z comme un sche´ma formel localement de pre´sentation finie sur l’anneau
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discret k (si l’on pre´fe`re, cela signifie que l’on s’inte´resse a` l’espace topologique-
ment annele´ de´duit de Z en munissant OZ (U) de la topologie discre`te pour
tout ouvert U de Z ), et a` conside´rer sa fibre ge´ne´rique au sens de [3]. C’est ce
que nous ferons ici, et nous noterons Z i cette fibre ge´ne´rique.
Rappelons comment elle est cosntruite : si Z est affine d’anneau A, alors Z i
est l’espace affino¨ıde M (Ai), ou` Ai est l’alge`bre affino¨ıde e´gale a` A munie de
la norme triviale. Si A est une k-alge`bre de type fini et si f est un e´le´ment de A,
l’application Ai → Aif est e´videmment borne´e, et M (A
i
f ) → M (A
i) identifie
M (Aif ) au domaine affino¨ıde d’e´quation |f | = 1 de M (A
i). On utilise cette
remarque pour construire Z i dans le cas ge´ne´ral par recollement a` partir du
cas affine ; on dispose d’une fle`che de re´duction Z i → Z , via laquelle l’image
re´ciproque d’un ouvert affine V de Z s’identifie a` V i.
Soit Z un sche´ma se´pare´ et de type fini sur k. L’espace analytique Z i est
alors se´pare´ et compact. Soit (Ui) un recouvrement fini de Z par des ouverts
affines et soit F un faisceau cohe´rent sur Z ; pour tout i, on note Ai l’alge`bre
qui correspond a` Ui, et Mi le Ai-module de type fini F (Ui). Chaque Mi peut
eˆtre vu comme un Aii -module de type fini. Les isomorphismes de compatibilite´
et d’associativite´ permettant de recoller les Mi perdurent une fois que l’on a
muni les anneaux conside´re´s de la norme triviale, ce qui permet de de´finir un
faisceau cohe´rent Fi sur Z i ; on ve´rifie imme´diatement que Fi ne de´pend
pas du recouvrement ouvert choisi.
Par construction, Fi(V i) = F (V ) pour tout ouvert affine V de Z . En
particulier, les complexes de Cˇech C ((Ui),F ) et C ((U
i
i ),F
i) sont isomorphes,
d’ou` l’on de´duit l’existence d’un isomorphisme
H•(Z ,F ) ≃ H•(Z i,Fi).
Preuve du the´ore`me
The´ore`me. Soit k un corps et soit f : Y → X un morphisme propre entre
k-sche´mas localement de type fini. Soit F un faisceau cohe´rent sur Y . Pour
tout entier q, le OX -module R
qf∗F est cohe´rent.
De´monstration. On peut supposer X affine ; soit A l’anneau correspondant.
Comme Rqf∗F est quasi-cohe´rent, il suffit de ve´rifier que le A-module H
q(Y ,F )
est de type fini. Il re´sulte du paragraphe pre´ce´dent que Hq(Y ,F ) est isomorphe
a` Hq(Y i,Fi) ; comme l’anneau Ai co¨ıncide avec A, il suffit de montrer que
Hq(Y i,Fi) est un Ai-module de type fini. On va montrer que Y i → X i est
propre, ce qui permettra de conclure.
Comme Y i → X i est automatiquement compact, il suffit de montrer qu’il
est sans bord. Ceci peut se ve´rifier apre`s extension des scalaires a` kr pour un
certain r de ]0; 1[, par le corollaire 2.5.12 de [1].
Remarquons que Y ikr (resp. X
i
kr
) apparaˆıt comme la fibre ge´ne´rique du
sche´ma formel Y × Spf kor (resp. X × Spf k
o
r). Comme Y → X est propre,
Y × Spf kor → X × Spf k
o
r est propre, puisque cela se teste par de´finition au ni-
veau des fibres spe´ciales ; la valeur absolue de kr n’e´tant pas triviale, Y
i
kr
→ X ikr
est propre d’apre`s un re´sultat de Temkin ([5], cor. 4.4), dont la preuve est pu-
rement valuative. 
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